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Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber
implizite Funktionen

Wiederholung:

Mittelwertsatz

Sei U C R™ offen und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei weiterhin
x € U und & € R" ein Vektor derart, dass die ganze Strecke {z +t£: 0 <t < 1} in U liegt.
Dann gilt, dass

o+ -0~ Df(et i) -€

Hierbei wird das Integral {iber die Jacobimatrix D f(z + t£) komponentenweise berechnet.

Konvergenzkriterium von Weierstrafl
Seien f, : K — C,n € N, Funktionen mit

oo
D Ml < oo
n=0

Dann konvergiert die Reihe ) >, f, absolut und gleichméBig auf K gegen eine Funktion
f:K—C.

Satz. Seien U; € R* und U, C R™ offene Mengen und

F: Uy xUy; —R™
(z,y) = F(z,y)

eine stetig differenzierbare Abbildung.

Weiterhin sei (a,b) € Uy x Uy ein Punkt, so dass F(a,b) =0 und
die m x m Matrix %—g(a,b) invertierbar ist.

Dann existiert eine offene Umgebung V; C U; von a und V5, C Us; von b und eine ste-
tige Abbildung ¢ : V; — V5 mit

F(z,g(x)) =0 Vo € Vi.

Ist (z,y) € V4 x V4 ein Punkt mit F(x,y) =0, so folgt y = g(z).



Bewezs.
1. Wir zeigen, dass F(x,y) =0 in einer gewissen Umgebung von (a,b)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass (a,b) = (0,0).
Wir setzen

OF
Bi= g —(0,0)  BeGL(m,R).

Weiterhin definieren wir eine Abbildung G : U; x Uy — R™ durch

Glavy) =y — B Fla.y) =y - <§—Z<o,0>>-1F<x,y>. 1)

Leiten wir diese partiell nach y ab so folgt

oG OF o o\ OF
a—y(x,y) =1- (a—y(0,0)> 8—y(x,y)

und fiir (z,y) = (0,0) gilt
oG OF “LoF
70,00 =1— —1-1=0.
5, (0:0 ( 5 (0 0)) 5, (0.0 = 0

Laut Voraussetzung sind alle Komponenten der Matrix % stetige Funktionen. Aufgrund

der Stetigkeit gibt es dann aber auch Umgebungen W; C U; und Wy C U, so dass

1
H H 5 V(l',y) e Wy x Wa. (2)

Weiterhin sei r > 0 so definiert, dass
Voi={y e R™: |ly|| <r} C Wh.

Da offensichtlich G(0,0) = 0 — (a—F(O 0))"'F(0,0) = 0, gibt es eine offene Nullumgebung
‘/1 C W1 mit

)
sup |G, 0) | =i e < L. (3)

zeV]
Aus der Definition (1) folgt, dass F(z,y) = 0 gleichbedeutend mit G(z,y) =y ist.



2. Existenz einer stetigen Funktion

Wir zeigen, dass es eine stetige Funktion ¢ : V3 — V5 gibt mit F(x,g(z)) =

dquivalent dazu

g(x) = G(x,g(x)) YV e V.

Dazu definieren wir uns induktiv Abbildungen g, : V; — V5 durch

90(x) =0,  gor1(z) = G(x, g.(x))

mit
1Gv+1 = Golly, <277

Zuerst miissen wir zeigen, dass unsere Abbildungen wohldefiniert sind. Aus

N-1
gN = (QN - 9N—1) + (9N—1 - 9N—2) + ...+ 91 - go Z Gu+1 — gv
v=0

und (3) folgt die Abschétzung:

N—-1 3)
N < 27% <2 <.
g ||v1
v=0

Somit gilt gy (Vi) C Vo und die Definition ist sinnvoll.

[A: v=0
Unter zuhilfenahme von (3) folgt, dass

l91(2) = go(@)|| = |G(2, go()) = go(2))|| = [|G(x,0) = O] = [|[G(z,0)|| < e

Ssv—1—-w
Nach Definition gilt:

gor1(2) = gu(x) = G(, 9u(7)) — G(x, g1 ()

Wendet man darauf den Mittelwertsatz und (2) an, dann gilt:

1G(z, 9u(2)) = G(z, gor(2) | = G (2, go-1(2) + &) = G(, gor(2))]]

-[(f Du(Cesgor(a) + o) -
<0 3) 4]

<

=5 lgo(®) = go1(2)|| VeV,

0 oder



es folgt
1
||gv+1 - gv||V1 < 5 Hgv - gv—l” :

Soll heiflen, dass sich die Funktionenfolgenglieder immer weiter anndhern, hier also eine
Cauchyfolge vorliegt. Die Behauptung (5) folgt.

Aus dem obigen Beweis iibernehmen wir die Abschétzung , dass die Reihe >0 ((go+1 — o)
die Majorante » . 2 "¢ besitzt.

Nach dem Konvergenzkriterium von Weierstrass konvergiert sie daher gleichméflig gegen eine
Abbildung. Das heifit, dass

e}

g:=Jlim gy =3 (gur1—9)  g:Vi—>R"

v=0

eine stetige Abbildung (nach (4)) ist, fiir die zusitzlich noch gilt, dass [[g||,, < 2e <1 also
g(V1) C V.
Aus (4) folgt nun durch Grenziibergang, dass

lim g,1 = lim G(z,g,(2)) = g(z) = G(z,9(x)) Ve eV

was wir eigentlich zeigen wollten.

3. Eindeutigkeit der Funktion g

Wir haben noch zu zeigen, dass unsere gefundene Funktion die einzige ist, die die Glei-
chung F(z,g(z)) =0 oder dquivalent dazu G(z,g(x)) = g(z) erfiillt.

Nehmen wir also einfach an, dass es zu jedem x € Vi zwei voneinander verschiedene Losun-
gen g(x),h(x) € V, gibt. Dass hiefle dann, dass

9(x) = hz) = G(z,g(x)) — Gz, h(x))

wenn wir jetzt wieder den Mittelwertsatz und (2) darauf anwenden, dann wiirde aber gelten,
dass

\M@%—M@HS%HA@—hWW-

Dies geht aber nur wenn ¢g(x) = h(x), womit die Eindeutigkeit gezeigt wire.
Damit ist der Beweis vollsténdig.



Bemerkungen

1. Man sagt, die Abbildung g entstehe durch Auflésen der Gleichung F'(z,y) = 0 nachy.
Fiir dir Giiltigkeit des Satzes ist wesentlich, dass U; und U, verkleinert werden. In ganz
Uy x Uy konnte es ndmlich zu einem gegebenen x-Wert mehrere y-Werte geben (oder auch
gar keinen), die der Gleichung F'(z,y) = 0 geniigen.

U,xU,

V.xV,

Fioy)=o

X
>

2. Aus der eben gemachten Bemerkung und den Folgerungen aus Satz 1 folgt, dass die
Abbildung g in einer eventuell verkleinerten Umgebung von a sogar stetig differenzierbar ist.
Desweiteren gilt fiir ihre Funktionalmatrix:

%(m) = _ (g—j(x,g(x)))_ g—i(%g(ﬂv))



Ho6henlinien
Sei U C R? eine offene Menge und
ffU=R  (z,9)— f(z,y)

eine stetig differenzierbare Funktion.

Hohenlinien haben wir bereits wie folgt definiert:

Ny(c) :={(z,y) € U: f(z,y) = c} ceR

Mit Hilfe von Satz 2 kann man nun aber Héhenlinien in der Umgebung eines Punktes, in dem
grad f nicht verschwindet, genauer beschreiben. Da wir bei Hohenlinien nur Abbildungen von
dem R? in den R betrachten, brauchen wir fiir einen beliebigen Punkt (a,b) € U aus Ny(c)
nur die beiden Fille %(a, b) # 0 oder g—i(a, b) # 0 (oder eben beides) unterscheiden.
Definieren wir jetzt eine Abbildung F durch

F(l’,y) = f(I,y)—C

und wenden Satz 2 darauf an, dann ergeben sich die beiden Félle:

Fall 1: §f(a,0) #£0

Aufgrund der Voraussetzung existieren offene Intervalle I, [5 C R mit
(a,b) e 1 x I, CU

sowie eine stetige differenzierbare Funktion

oI — Iy,

so dass
Nie)N (I x L) ={(z,y) €e [ x I : y = ¢(x)} .

Fall 2: % (a,b) # 0
Aufgrund der Voraussetzung existieren offene Intervalle Jy, Jo, C R mit
(a,b) € Jy x J, CU
sowie eine stetige differenzierbare Funktion
YJy —

so dass

Nf(C) N (Jl X Jz) = {(:)s,y) & Jl X JQ Lxr = @/J(y)}



Bemerkung

Wir haben also mithilfe des Satzes gezeigt, dass sich Hohenlinien in der Umgebung eines
Punktes, in dem der Gradient nicht verschwindet, als Graph einer Funktion darstellen las-
sen. Diese ist entweder eine Funktion von x oder von y.

Beispiel

[ R =R, f(x,y) =3z +y°.

Dann gilt
grad  f(z,y) = (3,2y)

Der Gradient verschwindet also in keinem Punkt.
Ny(e) ={(z,y) e R*: 3z +y* = c}
lasst sich also als Vereinigung der folgenden 3 Graphen darstellen

I = {(z,y) eR?*:x=3(c—y?)}
[y :={(z,y) eR*:y = —/c— 3z, < ic}
= {(z,y) e R* 1y =c—3z,2 < ic}.
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